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曲线翼型裂纹扩展路径理论分析及试验验证 
李  强 1, 2，杨  庆 2，栾茂田 2，贾景超 2 

（1.石家庄铁道学院 土木分院，石家庄 050043；2.大连理工大学 土木水利学院，大连 116024） 
 

摘  要：采用数值和试验的方法对翼型裂纹的扩展路径进行分析，发现单轴下张开型裂纹的翼型裂纹的扩展路径逼近于过原

主裂纹中心点、平行于最大主应力的一条直线。基于翼型裂纹路径这个特点，采用了双曲线参数方程近似表达真实翼型裂纹

的扩展路径，通过翼型裂纹的起裂角、起裂点及翼型裂纹的渐近线方程求解了双曲线方程中的未知参数。采用双曲线翼型裂

纹路径和试验中所得翼型裂纹路径进行了对比分析，二者吻合得很好，验证了采用双曲线近似表示真实存在的翼型裂纹模型

的正确性。应用双曲线翼型裂纹模型对翼型裂纹的扩展和失稳进行分析，采用 ABAQUS 求解了双曲线翼型裂纹模型的应力

强度因子，并与试验进行对比，发现双曲线翼型裂纹模型能很好地解释翼型裂纹的实际扩展规律，这表明了采用双曲线近似

表示真实翼型裂纹路径的有效性。 
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Study of curved wing crack path by theory and testing methods 
 

LI Qiang1, 2,  YANG Qing2,  LUAN Mao-tian2,  JIA Jing-chao2 
(1. School of Civil Engineering, Shijiazhuang Railway Institute, Shijiazhuang 050043, China; 

2. School of Civil and Hydraulic Engineering, Dalian University of Technology, Dalian 116024, China;) 
 

Abstract: Based on the research of the propagation paths of the wing cracks under uniaxial compression by the methods of 
experiments and numerical simulation. It is found that the wing crack extend along a curved path and gradually approximate to the 
line which passes the middle point of the main crack and is parallel to the direction of maximum principal stress. According to the 
geometric characteristics of the wing crack paths, a hyperbolic equation is set up to describe the curved paths of wing cracks 
approximately. In the equation, the unknown parameters are determined by the crack initiation angle, the crack length and the angle 
between the direction of the maximum principal stress and the crack surface. Then the comparative analysis of the paths by the 
hyperbolic equation and the experiments is made; and the results show that the paths by the hyperbolic equation are in concordance 
with those by experiments, so as to prove that the hyperbolic equation can be used to describe the propagation paths of wing cracks 
under compression. Furthermore, the stress intensity factors along the hyperbolic path are calculated by ABAQUS; then the extending 
loads of the wing cracks are analyzed. Through comparing with the experiment results, it is found that the extending loads by the 
hyperbolic wing cracks fit better with ones by the experiments so as to show validity of the results in the paper. 
Key words: wing crack; propagation path; stress intensity factor; uniaxial compression; rock fracture 
 

1  引  言 

众多的试验表明[1]，在单轴和低围压下张开型

的裂纹破坏都是由于翼型裂纹的贯通造成的。对多

裂纹体而言，翼型裂纹也是裂纹相互贯通和岩桥破

坏的重要原因，因此，研究翼型裂纹的扩展规律对

研究节理岩体的破坏模式和破坏机制有重要的意

义，众多的文献对此进行了研究[1－15]。 

对于真实的曲线翼型裂纹，采用理论研究非常

困难，其中重要的结论为文献[2]中采用复变函数的

方法得出了理论解，但式子非常复杂，为多阶的奇

异积分复数方程，不能得到积分方程的闭合解，即

使采用数值方法也有一定难度，文献[2]对其进一步

近似，得到了近似的数值解，但近似得到的翼型裂

纹形状和试验的结果仍有一定的差别[2－4]。此后，

很多学者进行这方面的研究。但不足的是，大多数
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的结论[4－11]都建立在假设的基础上，即假设翼型裂

纹的为直线裂纹，且翼型裂纹的方向和最大主应力

的方向相差不大，否则会产生较大的误差。 
然而试验表明，裂纹在压剪作用下并不是沿直

线路径扩展，而是曲线路径，这在张开型裂纹试验

中尤其明显[1]。从力学分析可知，翼型裂纹的应力

强度因子与其几何形状有很大的关系，且以上研究

大多针对闭合型裂纹的翼型裂纹，有必要对张开型

裂纹的曲线翼型裂纹扩展特点进行深入研究。 
在真实的曲线型翼型裂纹研究过程中，主要困

难在于翼型裂纹的扩展路径未知，在这种情况下进

行理论分析时，通常要假设翼型裂纹的路径（如直

线裂纹）；而采用有限元或边界元数值分析时，则需

要在模拟裂纹扩展过程中对网格进行重新剖分，这

样实现起来有一定的困难。但如果能确定曲线翼型

裂纹的路径，以上的问题解决起来相对比较容易，

尤其在数值方法分析翼型裂纹时，由于裂纹边界已

知，就避免了重新剖分网格，减少数值分析的难度；

同时，只需通过计算翼型裂纹路径上的少数几个点

的应力强度因子就确定出翼型裂纹的应力强度因子

随其长度的变化曲线，进而对裂纹体的失稳破坏进

行分析，减少了数值计算的工作量。 
笔者通过试验对压缩作用下张开型裂纹的扩

展进行了研究，发现压缩作用下张开型裂纹翼型裂

纹的扩展路径有以下特点：翼型裂纹从原裂纹的尖

端出发，沿曲线路径扩展，并逐渐逼近于过裂纹中

点，且平行于最大主应力方向的一条直线。基于这

个特点，本文采用双曲线近似模拟了真实的翼型裂

纹的路径，并与试验得出的曲线翼型裂纹形状进行了

对比，验证了其合理性。同时，计算了双曲线翼型裂

纹的应力强度因子，进而分析了裂纹体的破坏失稳

规律，并与试验结果进行比较，表明文中提出的断

裂路径能很好地解释试验中裂纹体的破坏规律。 

2  翼型裂纹的路径分析 

2.1  基本模型 
对于单轴压缩作用下的张开型裂纹模型，受力

示意图如图 1 所示（只对平面状态进行讨论）， 1 为

压应力， 为裂纹方向角， 为裂纹开裂方向角。 
2.2  曲线翼型裂纹路径近似模型 

从试验可以发现，单轴作用下张开型裂纹的翼

型裂纹扩展路径的特点为：翼型裂纹沿曲线路径扩

展，随着翼型裂纹长度的增加，逐渐地逼近于过初

始裂纹中心点、平行于最大主应力方向的一条直线。

翼型裂纹的这个特点与双曲线非常相似，这里采用

双曲线来近似表示翼型裂纹的路径，将翼型裂纹置

入坐标系，如图 2 所示。 

 

 
图 1  翼型裂纹受力示意图 

Fig.1  The model of the open crack 
 

 
图 2  翼型裂纹几何模型 

Fig.2  The geometric model of the wing crack 

 
根据以上翼型裂纹的模型，如果采用双曲线方

程表示，则可以写为下式： 

0 0( )( )x x y y c              （1） 

式中：含有 0x 、 0y 和 c 为 3 个未知的参数，采用以

下 3 个已知条件来求解。 
（1）翼型裂纹过起裂点( 1x ， 1y )： 

1

1

cos   
sin

x a
y a




 
 

            （2） 

（2）过起裂点的翼型裂纹的一个切线方程： 

sin ( cos ) tany a x a            （3） 

（3）翼型裂纹的一个渐近线方程： 

0x                   （4） 

通过以上的 3 个已知条件式（2）～（4），求

 

翼型裂纹 

主裂纹 

 

翼型裂纹渐近线 

A(x1 ,y1) 
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解式（1）的 3 个未知参数，可得 

 
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0
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        （5） 

将式（2）和式（5）代入式（1），得出主裂纹

右侧翼型裂纹路径方程的表达式（左侧翼型裂纹路

径方程与之关于原点对称）： 

 
 2 2

cos tan sin

cos tan 0

x y a a

a

   

  

     
 

      （6） 

曲线翼型裂纹表达式（6），是在特定的坐标系

中求解的。如果实际问题中坐标系不同，翼型裂纹

的曲线方程可以通过对坐标系的平移和旋转得到。

从表达式（6）可知，其未知参数为：主裂纹的长度

a、主裂纹的方向角 、翼型裂纹的初始起裂方向
等参数，物理意义明确，其中主裂纹的长度 a、主

裂纹的方向角 是已知的，翼型裂纹的初始起裂方

向 采用断裂力学中最大拉应力准则也容易得到，

所以表达式（6）容易求解，在实际中应用更方便。 

3  试验验证 

采用相似材料熟石膏作为试件材料，其中弹性

模量 E  0.682 GPa，波松比  0.32，抗拉强度为 

0.384 MPa，断裂韧度 ICK  0.032 MPa·
1
2m ，试件外 

形尺寸均为 250 mm×180 mm×20 mm，预制裂纹按

不同的长度和角度进行了布置，在试件的双面画上

了网格刻度线，网格的宽度为 5 mm，从而测得了

单轴压缩下翼型裂纹的扩展路径（如图 3 所示，l 为
翼型裂纹长度，下同）以及裂纹的扩展载荷的特征。 

试验观测到翼型裂纹扩展载荷 1 随裂纹长度

/l a 的变化关系，如图 4 所示。 
将试验得到的翼型裂纹路径同文中近似表达

式（6）得出的结果进行比较，如图 5 所示，图 5
中 lx为翼型裂纹长度在 x 方向的分量，ly表示 y 方

向分量。 
由图可知，计算所得的翼型裂纹的形状和试验

所得的翼型裂纹吻合得很好，这表明式（6）能比较

真实地反映实际存在的翼型的几何形状。 

4  曲线翼型裂纹路径应用 

已知了翼型裂纹的路径，就可以采用文献[2]中
理论的方法求解曲线翼型裂纹应力强度。同样，也

可以采用有限元方法求解曲线翼型裂纹路径上点的

应力强度因子。由于裂纹边界预先已知，避免了采

用有限元模拟裂纹扩展中网格重新剖分问题。同时，

只需通过已知翼型裂纹路径上的少数几个点就可以 
 

          
(a) a=7.5 mm, =45°    (b) a=7.5 mm, =30°    (c) a=7.5 mm, =60° 

 

       
(d) a=10 mm, =45°     (d) a=12.5 mm, =45° 

 
图3  翼型裂纹扩展路径试验 

Fig.3  Paths of wing cracks by testing 

 

 
(a) 初始裂纹长度 a=7.5 mm 

 

 
(b) 初始裂纹角=45° 

 
图4  翼型裂纹扩展载荷试验值 

Fig.4  Loads for wing cracks extending by testing 

a=7.5 mm 
a=10 mm 
 a=12.5 mm 
 

=60° 
=45° 
=30° 
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     (a) 不同初始裂纹角的翼型裂纹形状 

 

 
        (b) 不同初始裂纹长度的翼型裂纹形状 

图5  翼型裂纹扩展路径的解析解和试验值 
Fig.5  Paths for wing cracks extending by experimental 

and analytical methods 

 
确定出翼型裂纹的应力强度因子随其长度的变化曲

线，进而采用断裂力学对裂纹体的失稳破坏进行分

析，减少了数值计算的工作量。 
采用有限元软件 ABAQUS 中的断裂模块来求

解由式（6）确定的翼型裂纹路径上长度不同共 34
个点的应力强度因子大小。其中数值模拟裂纹体大

小为试验中实际试件的大小（250 mm×100 mm），

边界采用滑动边界。裂纹面的接触分析采用

ABAQUS 提供的接触对模拟，整个模型采用平面应

力四边形单元，在原裂纹和翼型裂纹边界周围区域

进行了局部加密，并在原裂纹尖端和翼型裂纹的尖

端布置了奇异单元，划分了围线积分区域[16]，其有

限元模型如图 6(b)所示。 
 

      
(a) 实体模型                 (b) 网格模型 

图6  翼型裂纹有限元模型 
Fig.6  Finite element model for wing cracks 

采用围线积分方法求出了双曲线翼型裂纹的

应力强度因子 K 的大小如图 7 所示，进而求出了翼

型裂纹扩展载荷，并与试验方法所得的翼型裂纹的

扩展载荷进行对比分析，结果如图 8 所示。 

 

 
(a) 相同初始裂纹长度，a=7.5 mm 

 
(b) 不同初始裂纹长度 

图7  翼型裂纹扩展过程中应力强度因子 
Fig.7  Stress intensity factors for wing cracks extending 

 

 
(a) 不同初始裂纹角 

 
(b) 不同初始裂纹长度 

图8  翼型裂纹扩展载荷的试验值和分析解 
Fig.8  Loads for wing cracks extending by experimental 

and analytical methods 

=60° 

=45° 

=30° 

a=7.5 mm 

a=10 mm 

a=12.5 mm 

a=7.5 mm 
a=10 mm 
 a=12.5 mm 
 

=30° 
=45° 
=60° 

a=7.5 mm 
=45° 

a=10 mm 
=45° 

a=12.5 mm 
=45° 

a=7.5 mm 

=30° 

a=7.5 mm 

=30° 

a=7.5 mm 

=30° 
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从图 7 可以看出，曲线翼型裂纹的复合应力强

度因子大体上随其长度的增加而减小，且在翼型裂

纹的扩展初期，其应力强度因子随裂纹长度的变化

非常剧烈，但当裂纹的扩展方向与最大主应力方向

相差不大时，裂纹应力强度因子变化很小。 
从图 8 可以看出，双曲线翼型裂纹模型得出的

扩展载荷和试验所得的结果吻合较好，且翼型裂纹

扩展载荷大体上随其长度逐渐增加。但值得注意的

是：在图 8 中翼型裂纹扩展到一定程度时，扩展载

荷随翼型裂纹长度的增大而减小，它的产生是由于

试验中裂纹体的宽度有限，导致翼型裂纹和裂纹体

侧边界形成一个类似岩桥的结构，这个结构在压缩

作用下，向裂纹体的侧外向变形，导致翼型裂纹加

速扩展，且当失稳载荷越大时，边界效应就越明显，

这种边界效应在文献[5]也曾提到过。 
从以上分析可以看出，采用文中提出的双曲线

翼型裂纹模型可以较好地分析压缩作用下翼型裂纹

的扩展失稳规律，说明了文中双曲线翼型裂纹模型

的合理性。 

4  结  语 

对压缩条件下翼型裂纹的扩展路径进行了研

究，根据翼型裂纹的扩展特点，采用双曲线方程近

似描述真实的曲线翼型裂纹的扩展路径，并求解了

双曲线方程的未知参数，所得双曲线方程的未知参

数为主裂纹的长度、主裂纹的加载角及其起裂方向，

便于求解，且物理意义明确。 
采用试验所得的不同加载角和不同长度主裂

纹的翼型裂纹扩展路径与文中提出的双曲线翼型裂

纹路径进行了对比分析，发现两者吻合得很好，说

明采用双曲线翼型裂纹能较好地描述实际存在的曲

线翼型裂纹的几何形状。 
采用文中双曲线翼型裂纹模型对受压下张开

型裂纹的翼型裂纹的扩展过程进行了分析，并与试

验实际的扩展载荷进行了对比分析，发现两者吻合

很好，表明采用文中双曲线翼型裂纹模型可有效地

分析压缩作用下张开型裂纹的扩展失稳过程。 
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